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Resumen y Abstract V 
 
Resumen 
Este trabajo surge motivado por la necesidad de diseñar  estrategias de enseñanza que 
contribuyan al  aprendizaje significativo de la teoría de límites en  estudiantes de 
educación superior. Plantea una estrategia de aprendizaje para el cálculo de límites de 
formas indeterminadas utilizando para tal efecto, las equivalencias asintóticas lo cual 
permite al estudiante de educación superior, explorar otras teorías, con lo cual se 
enriquezca y fortalezca el proceso de  construcción de su conocimiento. El resultado es 
una secuencia didáctica, producto del estudio de   las funciones asintóticamente 
equivalentes y su aplicación en la solución de límites de formas indeterminadas.  
 
El estudio se logró siguiendo las fases establecidas en la ingeniería didáctica, como 
metodología de investigación. La pertinencia de este trabajo radica en la exposición de 
otra teoría que permite resolver límites. En este sentido se espera que la secuencia 
didáctica diseñada sirva como material de apoyo para el estudio de la teoría de límites.  
 
Palabras clave: límite, continuidad, infinitésimo, funciones asintóticamente equivalentes. 
 
Abstract 
This work was motivated by the need to design teaching strategies that contribute 
to meaningful learning of the theory of limits in higher education students. It poses 
a learning strategy for calculating limits indeterminate forms using the asymptotic 
equivalence which allows students to explore some other theories, which can 
enhance and strengthen the process of building their own knowledge. The result 
is a teaching sequence, resulting from the study of asymptotically equivalent 
functions and their application to the solution of indeterminate forms of limits. 
  
The study was accomplished by following the steps set out in teaching 
engineering, and research methodology. The relevance of this work lies in the 
presentation of another theory that solves limits. Thus it is expected that the 
teaching sequence designed helps as a support material for the study of the 
theory of limits. 
 
Keywords: limit, continuity, infinitesimal, asymptotically equivalent functions. 
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 INTRODUCCIÓN 
El presente Trabajo Final de la Maestría en Enseñanza de las Ciencias Exactas y 
Naturales surge motivado en primera instancia por  el estudio de la teoría de las 
equivalencias asintóticas en el desarrollo y solución de problemas en campos tales como 
la teoría de límites, derivadas, integración, series, entre otros; y en segunda instancia, 
por la necesidad de diseñar  estrategias de enseñanza que contribuyan al  aprendizaje 
significativo de la teoría de límites en  estudiantes de educación superior. 
 
La génesis de este trabajo tiene lugar en los estudios de Especialización de la autora, en 
Matemática Aplicada, específicamente, en el curso de Cálculo Avanzado (primer 
semestre del año 2000),   orientado en ese entonces por el profesor Francisco Enríquez, 
adscrito al departamento de Matemáticas de la Universidad del Cauca1, quien presentó  
la teoría de las equivalencias asintóticas para la solución de límites;  utilizando  
procedimientos  que  resultaban simples, claros y efectivos.  Desde ese entonces se ha 
mantenido el interés por el tema, razón por la cual  se ha vinculado a los espacios 
creados en el Departamento de Matemáticas de la Universidad del Cauca,  en los cuales 
se desarrollan dichos temas, como lo es el Seminario de Análisis2. 
 
En este trabajo se presenta como resultado una secuencia didáctica, producto del 
estudio de   las funciones asintóticamente equivalentes y su aplicación en la solución de 
límites de formas indeterminadas. El estudio se logró siguiendo las fases establecidas en 
la ingeniería didáctica, como metodología de investigación. La pertinencia de este trabajo 
radica en la exposición de otra teoría que permite resolver límites. En este sentido se 
espera que la secuencia didáctica diseñada sirva como material de apoyo para el estudio 
de la teoría de límites.  
 
EL PROBLEMA DE INVESTIGACIÓN 
CONTEXTUALIZACIÓN DEL TRABAJO DE INVESTIGACIÓN 
Este trabajo de investigación  va dirigido a  estudiantes del curso Cálculo I de programas 
de pregrado que ofrece  la Universidad del Cauca3 y que tienen  como uno de sus temas 
                                               
 
1
Enríquez, Belalcázar Francisco. Doctor of Philosophy (PhD) en Ciencias Físico Matemáticas. 
Temática del  curso Cálculo Avanzado de la Especialización en Matemática Aplicada. Universidad 
del Cauca. 1999. 
2
 Seminario de Análisis: Tópicos del Cálculo Diferencial e Integral. Universidad del Cauca. 2011.  
3 La Universidad del Cauca ofrece el curso Cálculo I en los programas: Ingeniería Electrónica, 
Ingeniería Civil, Ingeniería Agroindustrial, Ingeniería Ambiental, Ingeniería Forestal, 
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la teoría de límites. No obstante el material resultado de este trabajo podrá ser utilizado 
también por docentes que tengan a su cargo la orientación del tema mencionado, razón 
por la cual  el uso de las equivalencias asintóticas se constituye en una herramienta  para 
el estudio del cálculo de límites y la demostración de resultados que involucran límites.  
 
DESCRIPCIÓN DEL PROBLEMA 
 
El proceso de enseñanza del tema de Límites en  el curso Cálculo I, en los programas 
que ofrece la Universidad del Cauca, se apoya en una bibliografía que aborda la teoría 
de límites de funciones en una variable de manera amplia, incluyendo técnicas para 
calcular límites, las cuales en  algunos casos conllevan a  cálculos complicados o 
procedimientos demasiado laboriosos, situación que hace que los estudiantes no solo 
presenten problemas de aprendizaje por la complejidad de la teórica sino porque deben 
conocer y manejar una gran cantidad de conocimientos previos de algebra elemental por 
ejemplo factorización y simplificación de expresiones, uso de identidades. 
 
Por lo anterior, se hace pertinente estudiar otro tipo de técnicas o estrategias con las que 
se logren los mismos resultados, pero que no representen un trabajo tan laborioso en los 
estudiantes, sino que contribuyan a desarrollar en ellos otros tipos de razonamiento y a 
mejorar el aprendizaje del tema y no sólo a la aplicación de una técnica. Este es el caso 
de la teoría de las equivalencias asintóticas, la cual se sustenta en que al evaluar un 
límite se sustituye en el límite una función por otra (estas funciones son asintóticamente 
equivalentes) en general polinomial, lo cual simplifica notablemente los procedimientos 
algebraicos que se deban realizar y los resultados de la teoría de límites que sea 
indispensable aplicar.  
 
Lo anterior dio fundamento a la formulación del problema de investigación:  
“El uso de las equivalencias asintóticas como facilitadoras del  aprendizaje del cálculo de 
límites de formas indeterminadas, en estudiantes de educación superior” 
ANTECEDENTES 
Dado que el trabajo de investigación se enfocó en el diseño  de una estrategia 
metodológica para solucionar un problema de enseñanza aprendizaje del cálculo en 
educación superior, específicamente del cálculo de límites de formas indeterminadas, se 
consideró pertinente el realizar una  revisión de trabajos e investigaciones en la 
enseñanza del cálculo en educación superior  lo cual permitió además de conocer 
trabajos donde se desarrollasen estrategias para solucionar problemas de aprendizaje en 
el cálculo, el  tener un panorama que orientase y motivase el trabajo de investigación.  
Se consideraron de gran aporte al trabajo de investigación los siguientes trabajos:  
 
                                                                                                                                              
 
IngenieríaFísica, Economía, Administración de Empresas, Matemáticas, Biología, Automática 
Industrial y Agrozootecnia.  
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 Tesis doctoral: “Estudio microgenético de esquemas conceptuales asociados a 
definiciones de límite y continuidad en universitarios de primer curso” (DELGADO, 
1998). La tesis doctoral del profesor Delgado4 tiene como objetivo: 
 
“estudiar el problema de la enseñanza y aprendizaje de los conceptos de límite y 
continuidad, en el caso de un primer curso de cálculo a nivel universitario, para 
proponer explicaciones que ayuden a comprender las fuentes de la problemática 
y, así encontrar soluciones a las dificultades que se presentan en la enseñanza de 
estos conceptos fundamentales del cálculo”. 
Los planteamientos de esta tesis doctoral se consideraron en este trabajo por las 
siguientes razones: 
 
 Afinidad en el componente matemático de la investigación: límites y en el 
componente humano a quien va dirigido el trabajo de investigación: 
estudiantes de educación superior. 
 
 Analogía en el enfoque metodológico: la ingeniería didáctica. 
 
La tesis doctoral del profesor Delgado es la continuación de su trabajo de maestría 
(Delgado, C., 1995) en el cual realiza un estudio relacionado con la evolución del cambio 
conceptual del alumno desde el punto de vista de las dificultades conceptuales y 
obstáculos cognitivos relacionados con los conceptos de límite y continuidad. 
 
Los resultados de la investigación en su tesis doctoral conducen a concluir que es 
posible situar secuencias didácticas que favorecen la modificación de los 
esquemas conceptuales del estudiante para responder por los conceptos 
definidos en la matemática. Esta posibilidad depende de mecanismos de 
influencia educativa que propician la cesión, traspaso y control de la 
responsabilidad del aprendizaje, que en última instancia corresponde al alumno. 
La capacidad para obrar de tales mecanismos es función la naturaleza del 
conocimiento a enseñar, de la actividad individual y la interactividad en el aula. 
 
  “Un estudio sobre elementos para el diseño de actividades didácticas en Cálculo” 
5 (ZALDÍVAR, 2006).  
Este trabajo sugiere una forma de aproximar el conocimiento científico producido en 
torno a la didáctica del cálculo con el ejercicio docente. La investigación realizada es de 
tipo documental y establece un posible eje rector para el empleo de las investigaciones 
como potenciales herramientas para el profesorado en la generación de alternativas de 
enseñanza y aprendizaje al interior y exterior de sus aulas. 
A lo largo de la investigación se discute sobre los beneficios que tendría el 
poner al alcance del profesorado universitario, ciertos elementos de corte 
                                               
 
4
 Cesar Augusto Delgado García, profesor del Departamento de Matemáticas de la Universidad 
del Valle 
5
 Tesis individual de José Zaldívar Rojas, para obtener el título de Licenciado en Enseñanza de las 
Matemáticas, Universidad Autónoma de Yucatán. 
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didáctico, epistemológico y cognitivo que se encuentran presentes en las 
investigaciones relacionadas con la didáctica del cálculo superior. Además 
de dicha caracterización de elementos, se desarrolla una propuesta 
didáctica que basa su lógica operacional en tales elementos y utiliza como 
modelo teórico experimental a la Teoría de las Situaciones. 
Esta tesis brindó herramientas al trabajo de investigación puesto que: 
 Hace un análisis de problemas o deficiencias de aprendizaje del Cálculo en 
estudiantes universitarios, enfocándose desde distintos escenarios: .el 
estudiante, el profesor y lo inherente al cálculo en sí (conceptos, resultados, 
algoritmos, fórmulas). 
 
 Propone una forma de vincular el conocimiento científico producido en torno a 
la didáctica del cálculo. 
 
 Presenta una propuesta didáctica para el tema de derivadas, lo cual es a fin 
con el tema que se propone en este trabajo de investigación. 
 
 La enseñanza de los principios del  cálculo: problemas  epistemológicos, 
cognitivos  y didácticos (ARTIGUE, 1995). En este trabajo Michèle Artigue se 
refiere a: 
 
 El lugar de la didáctica de las matemáticas en la formación de profesores, 
para lo cual afirma tener la convicción de que la didáctica tiene un papel 
importante que jugar, incluso en la formación inicial y que se debe presentar 
de modo explícito. Los conocimientos didácticos se deben construir partiendo 
de problemas que encuentran los profesores debutantes en la realidad, 
teniendo en cuenta su poca experiencia profesional y la relativa accesibilidad 
de las aproximaciones didácticas, con el objetivo de hacer de esa didáctica un 
verdadero instrumento de desarrollo del profesor. 
 
 La ingeniería didáctica como metodología de investigación, denominando con 
este término a una forma de trabajo didáctico equiparable con el trabajo del 
ingeniero quien, para realizar un proyecto determinado, se basa en los 
conocimientos científicos de su dominio y acepta someterse a un control de 
tipo científico denominó con este término a una forma de trabajo didáctico 
equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para realizar un proyecto 
determinado, se basa en los conocimientos científicos de su dominio y acepta 
someterse a un control de tipo científico. 
 
 Los problemas que se le presentan a quien quiere hacer de la enseñanza del 
cálculo algo más que la enseñanza de técnicas de cálculo diferencial e 
integral, que quiere realizar una iniciación a los métodos, ideas y conceptos 
que constituyen el corazón de este campo, una iniciación a la vez rigurosa, 
operacional y adaptada a las capacidades cognitivas de los alumnos y 
estudiantes a los cuales va dirigida. 
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Los estudios e investigaciones de Michèle Artigue fueron de gran aporte a este trabajo de 
investigación por cuanto:  
 
 Hace un estudio y análisis muy detallado de los problemas de enseñanza 
aprendizaje en el cálculo. 
 
 Muestra el devenir de la enseñanza del cálculo a lo largo de la historia. 
 
 Encaminó al trabajo de investigación respecto a la metodología que se debía 
articular en el trabajo. 
 
JUSTIFICACIÓN 
 
La historia muestra que, el concepto de límite es complejo, prueba de ello es  su 
definición  en términos de ε  y  δ  la cual necesitó más de cien años de ensayo y error 
para configurarse como aparece hoy, como también la  superación de obstáculos que 
tuvieron algunos matemáticos para formalizar dicho concepto de límite. Por ende es 
natural que se adviertan en nuestro tiempo dificultades de aprendizaje en los estudiantes. 
 
En los planes de estudio, de programas de la Universidad del Cauca, donde se aborda la 
teoría de límites de funciones en una variable se consideran aspectos tales como: la 
definición de límite, límites laterales, propiedades de los límites, formas indeterminadas y 
solución de límites de formas indeterminadas. La teoría tradicional para resolver límites 
de formas indeterminadas requiere un manejo claro y adecuado de las técnicas para 
resolverlos, también es necesario  el uso efectivo de  operaciones y propiedades con 
expresiones algebraicas y no algebraicas. En consecuencia por la complejidad de la 
teoría y el cúmulo de resultados previos que debe manejar el estudiante se presentan 
dificultades en su aprendizaje. Por otro lado, existen casos donde al aplicar los métodos 
tradicionales para calcular límites, se obtienen resultados que o no son concluyentes o se 
tornan complicados por lo cual se hace necesario el acceder a otra u otras estrategias o 
resultados que sean concluyentes o que no se vuelvan engorrosos y confusos.  
 
Otro aspecto  a resaltar es que el uso de la teoría de las equivalencias asintóticas 
permite presentar de una forma más sencilla y clara la demostración de ciertos 
resultados del cálculo diferencial, que requieren el uso de la teoría de límites. 
 
Las consideraciones descritas muestran la pertinencia del trabajo de investigación en 
cuanto a la búsqueda de estrategias que permitan resolver dificultades que se presenten 
en el cálculo de límites de formas indeterminadas, ofrecer al estudiante otra alternativa 
teórica para el análisis de problemas que involucren límites y además divulgar la 
existencia de esta teoría en los ambientes académicos. 
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LA INGENIERÍA DIDÁCTICA COMO METODOLOGÍA DE 
INVESTIGACIÓN 
Metodológicamente el trabajo de investigación se enfocó en los planteamientos de la 
Ingeniería Didáctica formulados por Artigue, M (1995). A continuación  se presenta la 
filosofía de esta metodología. 
 
La Ingeniería Didáctica formulada por  Michèle Artigue6 (1995) plantea una estructura 
que permite seguir un proceso en el estudio de un tema en cuanto a su planeación y 
desarrollo en el aula de clase, y el análisis de los resultados de acuerdo con los objetivos 
planteados. Al respecto Artigue afirma que: 
 
La Ingeniería Didáctica es una metodología de investigación que se caracteriza en 
primer lugar por un esquema experimental basado en las “realizaciones 
didácticas” en clase, es decir sobre la concepción, realización, observación y 
análisis de secuencias de enseñanza.  
 
Él precisa que hay dos niveles en los cuales se puede abordar esta teoría y los 
denomina  micro-ingeniería y la macro-ingeniería, dependiendo de la importancia 
de la realización didáctica involucrada en la investigación. Las investigaciones de 
micro-ingeniería tienen por objeto el estudio de determinado tema, son locales y 
consideran principalmente la complejidad de los fenómenos de aula,  son las más 
fáciles de llevar a la práctica. Las investigaciones de macro-ingeniería permiten 
articular la complejidad de las investigaciones de micro-ingeniería con las de los 
fenómenos asociados a la duración de las relaciones entre enseñanza y 
aprendizaje.  
 
Otro elemento importante en esta metodología es la posibilidad de validar una estrategia 
mediante la confrontación de los análisis que se hacen antes y después del diseño y 
aplicación de ésta.  
 
También se caracteriza por el registro en el cual se ubica y por las formas de 
validación a las que está asociada, validación que es en esencia interna, basada 
en la confrontación entre el análisis a priori y a posteriori. 
 
El proceso experimental de la ingeniería didáctica está delimitado por cuatro 
fases: la fase 1 de análisis preliminar, la fase 2 de concepción y análisis a priori de 
las situaciones didácticas de la ingeniería, la fase 3 de experimentación y la fase 4 
de análisis a posteriori y evaluación. 
 
Fase 1 (análisis preliminar). Es la fase de concepción basada no sólo en un 
cuadro teórico didáctico general y en los conocimientos previamente adquiridos 
en el campo de estudio, sino también en un determinado número de análisis 
preliminares. Los más frecuentes son: 
 
                                               
 
6
 Artigue, 1995. Ingeniería Didáctica en Educación Matemática. 
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 El análisis epistemológico de los contenidos contemplados en la 
enseñanza. 
 
 El análisis de la enseñanza tradicional y sus efectos. 
 
 El análisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y 
obstáculos que determinan su evolución. 
 
 El análisis del campo de restricciones donde se va a situar la realización 
didáctica efectiva. 
 
Todo lo anterior se realiza teniendo en cuenta los objetivos específicos de la 
investigación. 
 
Fase 2 (concepción y análisis a priori de las situaciones didácticas) se caracteriza 
por la toma de decisión por parte del investigador de actuar sobre un determinado 
número de variables del sistema que no estén fijadas por las restricciones, 
variables del conocimiento objeto de enseñanza que puedan ser manipuladas por 
el investigador. Estas  son las variables de comando que Artigue percibe como 
pertinentes con relación al problema estudiado.  Este análisis a priori se debe 
concebir como un análisis de control de significado cuyo objetivo es determinar en 
qué las selecciones hechas permiten controlar los comportamientos  de los 
estudiantes y su significado. Se distinguen dos clases: variables macro-didácticas 
o globales (concernientes a la organización global de la ingeniería) y las variables 
micro-didácticas o locales (concernientes a la organización local de la ingeniería, 
es decir, la organización de una secuencia  o de una fase).  
 
Fase 3 (experimentación), es la fase de realización de la ingeniería con una cierta 
población de estudiantes. Esta supone: 
 
 La explicitación de los objetivos y condiciones de realización de la 
investigación a los estudiantes que participarán de la experimentación. 
 El establecimiento de los instrumentos de investigación. 
 
 El registro de observaciones realizadas durante la experimentación. 
 
Fase 4 (análisis a posteriori y evaluación), se basa en el conjunto de datos 
recolectados en la fase 3, es decir, las  observaciones realizadas de las 
secuencias de enseñanza, al igual que las producciones de los estudiantes en el 
aula o fuera de ella. Estos datos se completan con otros obtenidos mediante la 
utilización de metodologías externas: cuestionarios, entrevistas individuales o en 
pequeños grupos, realizadas durante cada sesión de la enseñanza.  
La validación o refutación de las hipótesis formuladas en la investigación se 
fundamenta en la confrontación de los análisis a priori  y a posteriori. 
 
El  trabajo de investigación  está dentro del nivel de microingeniería dado que el objeto 
de estudio fue el cálculo de límites de formas indeterminadas implementando para la 
solución de dichos límites la teoría de las equivalencias asintóticas. 
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El eje del trabajo de investigación es potenciar la teoría de las equivalencias  asintóticas, 
como  estrategia para el cálculo de límites de formas indeterminadas, diseñando para tal 
efecto, una secuencia didáctica. 
 
OBJETIVOS 
Objetivo General 
 
Potenciar la teoría de las equivalencias asintóticas como una estrategia para resolver 
límites de formas indeterminadas. 
Objetivos Específicos 
 
 Examinar  textos de cálculo diferencial sugeridos a nivel de pregrado en cuanto a 
la presentación de la teoría de límites de formas indeterminadas. 
 
 Diseñar  una secuencia centrada en la teoría de las equivalencias asintóticas, 
como estrategia para resolver límites de formas indeterminadas. 
 
 Analizar los resultados obtenidos al implementar la teoría de las funciones 
asintóticamente equivalentes para resolver límites de formas indeterminadas.  
 
  
  
 
 
Capítulo 1 PRIMERA FASE DE LA 
INGENIERÍA DIDÁCTICA: LOS ANÁLISIS 
PRELIMINARES 
Dado que este trabajo se constituye en una propuesta que busca resolver obstáculos y 
dificultades que tienen los estudiantes de educación superior en el cálculo de límites de 
formas indeterminadas, es pertinente en la estructuración de dicha propuesta, conocer el 
proceso de construcción de la teoría del cálculo a través de la historia así como de sus 
problemas epistemológicos y también conocer y analizar trabajos e investigaciones 
realizadas sobre la enseñanza del cálculo en educación superior. 
 
La aplicación de esta fase al trabajo de investigación se centró en el análisis de estudios 
e investigaciones concernientes a problemas de aprendizaje en el cálculo  de límites, 
análisis de estudios e investigaciones referentes a la enseñanza del cálculo en educación 
superior, examinar el enfoque de textos de cálculo diferencial sugeridos a nivel de 
pregrado en cuanto a la presentación de la teoría de límites de formas indeterminadas, 
realizar una revisión y análisis  de textos acerca de estudios e investigaciones sobre la 
teoría de las equivalencias asintóticas; efectuar una revisión de los programas de Cálculo 
Diferencial de las universidades en las cuales trabajó la autora y por último mostrar una 
confrontación de la teoría tradicional y la teoría de las equivalencias asintóticas usadas 
para el cálculo de límites de formas indeterminadas. 
 
1.1 ASPECTOS EPISTEMOLÓGICOS DE LA TEORÍA DE 
LÍMITES 
La historia muestra que  la construcción teórica del cálculo se atribuye al esfuerzo, 
investigaciones, interpretaciones, estudios y descubrimientos a lo largo del tiempo de 
muchos matemáticos, filósofos y estudiosos  quienes dedicaron su vida a la ciencia 
permitiendo que hoy el mundo se beneficie de sus trabajos; que en algunos casos como 
el de Newton y Leibniz fueron los precursores de la invención del cálculo y  a través de   
la divulgación de éstos  hicieron escuela y dieron herramientas para que otros estudiosos 
realizaran nuevos aportes o complementaran los ya existentes. Al respecto, resulta difícil 
cuantificar las aplicaciones del cálculo infinitesimal porque toda la matemática moderna, 
de una u otra forma, ha recibido su influencia; y las diferentes ramas de las matemáticas 
interactúan constantemente con las ciencias naturales y la tecnología moderna.   
 
Es así como el cálculo se ha consolidado como un área de las matemáticas cuya teoría 
se puede articular a otras ramas de la ciencia como la física, la química la biología entre 
otras, donde algunos fenómenos de especificidad se pueden modelar matemáticamente 
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haciendo uso de la teoría que el cálculo ofrece permitiendo obtener soluciones a 
problemas, generalizar situaciones y modelar otros fenómenos.   
 
En el transcurso de la historia muchos matemáticos trabajaron con los métodos 
“infinitesimales” pero hubo que esperar hasta el siglo XVII para tener la madurez social, 
científica y matemática que permitiera construir el Cálculo que se estudia actualmente. 
 
Un eslabón más en el desarrollo conceptual sobre la noción de límite es el periodo 
de los infinitesimales. Este período, por una parte, se caracterizó 
fundamentalmente por la síntesis entre los métodos geométricos de Cavalieri y 
Barrow, y los métodos analíticos de Descartes, Fermat y Wallis, y por otra, la 
asimilación consciente del hecho de que el trazado de tangentes y la cuadratura 
de curvas eran procesos inversos e interrelacionados, esto permitió la constitución 
de todo un aparato  algorítmico  que  brindaba  métodos generales para el 
tratamiento de curvas o trayectorias estudiadas en la época.(Cantoral, 2004) 
 
Su construcción fue parte importante de la revolución científica que vivió la Europa del 
siglo XVII. Los nuevos métodos enfatizaron la experiencia empírica y la descripción 
matemática de nuestra relación con la realidad. La revolución científica supuso una 
ruptura con las formas de pensar, estudiar y vincularse con la naturaleza que dominaron, 
casi absolutamente, en Europa entre los siglos V y XV. Esta ruptura y salto en la historia 
del conocimiento estuvieron precedidos por las importantes transformaciones que se 
vivieron durante los siglos XV y XVI con el Renacimiento y la Reforma Protestante. La 
formalización del concepto de límite y su importancia en la construcción del cálculo tuvo 
un desarrollo importante durante el siglo XVII. (Ruiz, 1997) 
 
El avance del Cálculo a finales del siglo XVII se basa en el uso de los denominados 
“infinitésimos” considerados como cantidades muy pequeñas, los cuales proporcionaron 
estudios críticos de los conceptos básicos del cálculo que permitieron obtener un 
planteamiento más riguroso de los mismos. Newton (1642-1727),  en octubre de 1666, 
escribió un tratado sobre fluxiones y en 1669 De Analysi, un tratado sobre series infinitas 
que circuló en forma de manuscrito entre los miembros de la Royal Society. su obra más 
famosa, donde expone su teoría de la gravitación universal, Principia, fue publicada en 
1687. Hay otro tratado sobre fluxiones y series infinitas de 1671 y otro sobre la 
cuadratura de curvas de 1693. Sin embargo estos fueron publicados mucho después  y 
algunos sólo después de su muerte. Del trabajo matemático de Newton,   se pueden 
distinguir algunos temas centrales, como: los desarrollos  en  serie  de  potencias, en  
especial   el   desarrollo   del   binomio, algoritmos para hallar raíces de ecuaciones y de 
inversión de series, relación inversa entre diferenciación e integración. 
Para Leibniz (1646-1716) el principal interés estuvo centrado en desarrollar una especie 
de lenguaje simbólico para representar los conceptos fundamentales del pensamiento 
humano y las maneras de combinar estos símbolos para llegar a conceptos más 
elaborados. Los desarrollos en matemáticas de Leibniz conllevaron al descubrimiento del 
cálculo en 1675 y su elaboración y publicación en dos cortos artículos del Acta 
Eruditorum, uno en 1684 y el otro en 1686, el primero sobre cálculo diferencial y el 
segundo sobre cálculo integral. Uno de los ingredientes fundamentales del cálculo de 
Leibniz son las reglas para la manipulación de los símbolos   ∫   y  “d” de la integral  y la 
diferencial. Esto refleja sus ideas filosóficas de buscar un lenguaje simbólico y 
operacional para representar los conceptos e ideas del pensamiento de tal manera que 
los razonamientos y argumentos se puedan escribir por símbolos y fórmulas.  
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De igual manera, la historia también revela los obstáculos que a través del tiempo 
surgieron en el proceso de construcción de esta teoría, por ejemplo 7el horror al infinito, 
el cual surge del problema entre lo discreto y lo continuo; el obstáculo de la simbología, 
que es producido por el uso de la simbolización propia de la matemática; obstáculo 
geométrico, que dificultó transferir la idea de límite de lo geométrico a lo numérico; 
transferencia de lo finito a lo infinito. Lo anterior muestra que quienes fueron los 
forjadores de la construcción teórica del cálculo tuvieron limitaciones y obstáculos con los 
cuales tuvieron que lidiar y por ende crear o buscar formas, estrategias o alternativas 
para resolverlos. 
 
1.2  PROBLEMAS DE APRENDIZAJE  DEL CÁLCULO DE  
LÍMITES 
Según Sánchez y Contreras8(1998, pág. 73-74) “una de las nociones fundamentales del 
Análisis Matemático es la de límite de una función, tanto por su carácter operativo en la 
definición de otros conceptos básicos y en la resolución de numerosos problemas en la 
propia matemática o en otras ciencias (por ejemplo, física e ingenierías), como por su 
carácter de objeto matemático en sí mismo. Sin embargo, su enseñanza presenta 
múltiples problemas, relacionados, por una parte, con las diversas concepciones del 
concepto y, por otra, con los obstáculos cognitivos que jalonan el mismo. Son numerosos 
los estudiantes que se encuentran con problemas cuando pretenden adquirir o mejorar 
sus conocimientos a través de los textos detectándose dificultades y obstáculos por 
medio de sus errores”.  
 
Artigue Michèle9 (1995, pág. 107) afirma que  “las dificultades de acceso al cálculo son 
de diversa índole y él las clasifica en tres grandes tipos: las asociadas con la complejidad 
de los objetos básicos del cálculo (números reales, sucesiones, funciones), las asociadas 
a la conceptualización y la formalización de la noción de límite y aquellas vinculadas con 
las rupturas necesarias con la relación de modos de pensamiento algebraicos, y las 
especificidades del trabajo técnico en el cálculo”. 
 
En un artículo10 de la revista Latinoamericana de Investigación en Matemática Educativa 
Artigue afirma que: 
 
No es fácil para los estudiantes adentrarse en el campo conceptual del Análisis 
elemental. Las investigaciones didácticas desarrolladas en esta área, desde hace 
                                               
 
7Medina, Concepciones históricas asociadas al concepto de límite e implicaciones didácticas. 
8Sánchez Gómez y Contreras de la Fuente, Análisis de manuales a través del tratamiento 
didáctico dado al concepto de límite de una función: una perspectiva desde la noción de 
obstáculo. 
9
Artigue Michèle, Ingeniería Didáctica en Educación Matemática. 
10 Enseñanza y aprendizaje del análisis elemental: ¿.que se puede aprender de las 
investigaciones didácticas y los cambios curriculares? Revista Latinoamericana de Investigación 
en Matemática Educativa.1998 
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más de 15 años, lo demuestran con claridad (Tall, 1991, Artigue & Ervynck, 1992, 
Farfán, 1993). Además, permiten comprender mejor la naturaleza de las 
dificultades y obstáculos encontrados por los estudiantes, así como las razones 
del fracaso de las estrategias de enseñanza usuales, tanto las que reducen el 
análisis a un cálculo algebraico algoritmizado como las aproximaciones teóricas y 
formales que se desarrollaron en el contexto de la reforma de las matemáticas 
modernas. Por todas partes en el mundo se definen nuevos programas, nuevos 
currículos que tratan de encontrar una forma de introducirse en este campo 
conceptual que sea, al mismo tiempo, rica en significación y accesible. Las 
investigaciones didácticas desarrolladas han mostrado la existencia de 
dificultades fuertes y persistentes. Éstas tienen orígenes diversos, pero se 
implican y refuerzan mutuamente, constituyendo redes complejas. Artigue 
clasifica estas dificultades en categorías, algunas de estas son: 
 
 Dificultades ligadas a los objetos básicos del campo: No se puede 
considerar que los objetos básicos del Análisis son objetos nuevos para 
los alumnos que empiezan a estudiar esta materia; al contrario, el Análisis 
va a desempeñar un papel esencial en su maduración y conceptualización. 
 
 Dificultades ligadas a la identificación de lo que es realmente una función y 
al reconocimiento de que las sucesiones son también funciones: Parece 
bien establecido que los criterios utilizados por los estudiantes para 
comprobar el carácter funcional de un objeto matemático no corresponden 
necesariamente a la definición formal de la noción de función, aun cuando 
ellos pueden citar correctamente esta definición formal (Vinner & Dreyfus, 
1989). Estos criterios dependen más de los ejemplos que más 
frecuentemente encuentran los estudiantes y que adquieren el estatuto de 
prototipos y de asociaciones tales como la asociación función/fórmula o la 
asociación función/curva. 
 
 Dificultades para sobrepasar una concepción puramente de tipo proceso 
de la noción de función y llegar a ser capaz de relacionar con flexibilidad 
sus dimensiones de proceso y de objeto para desarrollar una concepción 
procedimental (Tall & Thomas, 1991): las investigaciones muestran el salto 
cualitativo que existe entre dos niveles de conceptualización de la noción 
de función: el nivel de proceso y el nivel de objeto. El trabajo en Análisis se 
vuelve muy difícil si los estudiantes sólo pueden apoyarse en una 
concepción de tipo proceso. Este trabajo, en efecto, necesita considerar a 
las funciones como objetos que se pueden incluir en procesos más 
complejos (como por ejemplo: integración y diferenciación), y también 
considerar no sólo objetos particulares sino clases de funciones, definidas 
por propiedades específicas: funciones continuas, C1, Riemann integrable, 
entre otros. 
 
 Dificultades para relacionar los diferentes registros semióticos (Duval, 
1995) que permiten representar  y trabajar con funciones: Estas 
dificultades están ligadas al uso simultáneo de informaciones que se 
refieren a nociones diferentes dentro de un mismo registro, como, por 
ejemplo, en el registro gráfico la función y su derivada o sus primitivas. 
Además, las investigaciones han explicado muy bien cómo, en este 
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dominio, las prácticas de enseñanza usuales tienden a reforzar las 
dificultades por su manera de manejar las representaciones gráficas y el 
estatuto dado al razonamiento gráfico. 
 
 
 Dificultades ligadas al concepto de límite: En lo que se refiere a los límites, 
los diferentes autores parecen estar de acuerdo por lo menos sobre los 
siguientes obstáculos epistemológicos: 
• El sentido común de la palabra límite, que induce concepciones 
persistentes del límite como barrera infranqueable o como último término 
de un proceso, o tienden a restringir la convergencia a la convergencia 
monótona, 
• La sobre-generalización de las propiedades de procesos finitos a 
procesos infinitos; en otros términos, la aplicación del principio de 
permanencia de Leibniz. 
• La fuerza de una geometría de las formas que impide que se identifiquen 
claramente los objetos involucrados en el proceso de límite y su topología 
subyacente. Eso, además, hace difícil entender la sutileza del juego entre 
el marco numérico y el marco geométrico fundamental en este proceso. 
 
Respecto  a problemas de aprendizaje  en el concepto de límites Turégano P.11 presenta 
una síntesis de las investigaciones de los siguientes autores:  
 
Tall y Schwartzenberger (1978) quienes estudian los conflictos cognitivos entre las 
nociones de límite y de número real, por una parte, y las representaciones de esas 
nociones que resultan del lenguaje o de la manera de introducirlas, por otra.  
 
De otro lado, Cornu (1980) en sus investigaciones establece una lista de obstáculos 
epistemológicos, entre los cuales están: el aspecto metafísico del concepto de límite, ya 
que está ligado a la percepción del infinito que tienen los estudiantes; lo infinitamente 
pequeño y lo infinitamente grande; el paso de lo finito a lo infinito. 
 
Por su parte Sierpinska, partiendo del desarrollo histórico del concepto de límite y del 
análisis de sus propias investigaciones ha establecido la siguiente clasificación de 
obstáculos epistemológicos ligados al concepto de límite: “horror al infinito”, el concepto 
de función, obstáculo geométrico, obstáculo lógico, obstáculo ligado al símbolo.  
 
Cornu y Sierpinska ven la evolución de los estudiantes, al aprender el concepto de límite, 
como una carrera de obstáculos, siendo los obstáculos conceptos incompletos que se 
han aplicado con éxito en el pasado.  Las dificultades más serias aparecen en la 
transición de ver un límite como un proceso a ver un límite como un objeto matemático 
con el que es posible operar. 
                                               
 
11
 Turégano Moratalla Pilar, Área e Integral, investigación histórica acerca de la transmisión de los 
conceptos de área e integral, pág. 83 – 85. 
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1.3 ANÁLISIS DE  TEXTOS  DE CÁLCULO DIFERENCIAL 
SUGERIDOS A NIVEL DE PREGRADO  
Se examinaron los siguientes textos:  
1. EDWARDS, C. H. Cálculo con Geometría Analítica.  
2. LARSON, R. H. Cálculo. 
3. LEITHOLD, L(1992).El Cálculo con Geometría Analítica. 
4. SWOKOWSKI, Earl. Cálculo con Geometría Analítica. 
5. EDWARDS. Penney (1994).Cálculo con Geometría Analítica. 
6. PURCELL, Edwin (1992). Cálculo con Geometría Analítica. 
7. PISKUNOV, N. (1983). Cálculo Diferencial e Integral. México D. F.  
8. SALAS, Saturnino (1984). Vol. I. Calculus de una y varias variables. 
9. APOSTOL, T (1988). Calculus. Vol. I. Cálculo con funciones de varias variables y 
álgebra lineal, con aplicaciones a las ecuaciones diferenciales y las probabilidad 
10. KUDRIÁVTSEV, L. D. Curso de Análisis Matemático. 
11. KUDRIÁVTSEV, L. D.Problemas  de Análisis Matemático. Límite, Continuidad, 
Derivabilidad.  
En la lista anterior los primeros nueve textos son los sugeridos a nivel de pregrado, en la 
Universidad del Cauca, para los   programas de Ingeniería Civil, Ingeniería Física, 
Ingeniería Agroindustrial, Ingeniería Electrónica y Telecomunicaciones, Ingeniería de 
Sistemas, Automática Industrial, Ingeniería Forestal, Ingeniería Ambiental, Matemáticas, 
Licenciatura en Matemáticas, Química y Biología. El libro de Larson es el texto guía 
utilizado en la Universidad ICESI (Cali) y en la Pontificia Universidad Javeriana (Cali), los 
dos últimos son textos  sugeridos a nivel de pregrado para los programas de 
Matemáticas y Licenciatura en Matemáticas. Estos  abordan la teoría de límites de las 
formas indeterminadas  
 
 
  o  
 
 
  para funciones en una variable, haciendo uso tanto de 
procesos algebraicos (racionalización, factorización y simplificación) como de la regla de 
L’Hôpital, en la cual se utiliza la teoría de derivadas para su aplicación en la solución de 
límites de formas indeterminadas. Los seis primeros no hacen referencia alguna a la 
teoría de las equivalencias asintóticas.  
 
El texto de Piskunov en las páginas 32 a la 35, presenta la definición  de infinitésimos, 
sus propiedades fundamentales y la demostración de dichas propiedades. No hace 
ningún ejemplo que ilustre la forma de utilizar la definición y propiedades fundamentales 
enunciadas.  En las páginas 56 a la 58 define infinitésimos equivalentes, orden de dos 
infinitésimos; presenta dos resultados y realiza algunos ejemplos de aplicación de esta 
definición y de los teoremas enunciados. En la sección de ejercicios no se propone el 
cálculo de algún límite utilizando infinitésimos equivalentes. 
 
Los últimos dos textos presentan el tema de las equivalencias asintóticas de manera 
amplia, el enfoque es formal y riguroso, dado que, en general, estos textos son sugeridos 
a nivel de pregrado para estudiantes de matemáticas de semestres avanzados.  
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1.4 REVISIÓN DE PROGRAMAS DE CÁLCULO 
DIFERENCIAL DE ALGUNAS UNIVERSIDADES 
Se realizó una revisión de los programas de Cálculo I  de la Universidad del Cauca 
(Anexo A), Cálculo en una variable de la Universidad Icesi (Anexo B) y Cálculo 
Diferencial de la Pontificia Universidad Javeriana (Anexo C), las dos últimas 
universidades en la ciudad de Cali. Se escogieron estas universidades por cuanto la 
autora labora en la Universidad del Cauca y laboró en dichas universidades en Cali. 
Dicha revisión mostró que ninguno de ellos contiene a la teoría de las equivalencias 
asintóticas para resolver límites de formas indeterminadas. 
 
Cabe anotar que la experiencia laboral de la autora ha  permitido el estudio, revisión  y 
enseñanza del tema  mencionado  en diferentes cursos de Cálculo en los cuales ha 
evidenciado   que ninguno hace referencia alguna a la teoría de las equivalencias 
asintóticas para solución de límites de formas indeterminadas. 
 
1.5 LAS EQUIVALENCIAS ASINTÓTICAS Y SU USO EN 
MATEMÁTICAS 
El ejercicio docente debe propender por ofrecer al estudiante universitario un abanico de 
herramientas teóricas y prácticas que le permitan analizar, plantear y resolver problemas, 
que además de actualizar, renovar y enriquecer su conocimiento, le posibiliten 
desenvolverse mejor, tener una visión más amplia, desarrollar destrezas,  asimismo, 
contribuir al fortalecimiento de sus conocimientos, una mayor y mejor apropiación de 
saberes y  la construcción de un aprendizaje significativo, además de proporcionar 
saberes que pueda necesitar o utilizar a futuro en estudios de postgrado. Por tal razón, 
como resultados de este trabajo se propone una  secuencia con la cual se busca  
potencializar, como herramienta teórica, las equivalencias asintóticas haciendo un 
estudio detallado de esta teoría y proponiendo situaciones o ejercicios referidos a las 
técnicas o métodos que se deducen de esta teoría.  
 
La orientación de los cursos de cálculo diferencial que contienen el cálculo de límites de 
formas indeterminadas para funciones en una variable haciendo uso de nuevas teorías, 
resultados y técnicas busca crear procesos que dinamicen el aprendizaje desarrollando 
estrategias que   permitan resolver posibles problemas de aprendizaje en el estudio de la 
teoría de límites.  
 
1.6 TEORÍA TRADICIONAL VS. TEORÍA DE LAS 
EQUIVALENCIAS ASINTÓTICAS EN EL CÁLCULO DE 
LÍMITES DE FORMAS INDETERMINADAS 
Guillaume François de L’Hôpital (1661 – 1704) realizó un aporte fundamental al cálculo 
diferencial.  Publicó anónimamente el primer libro de texto sobre el cálculo diferencial, el 
cual tuvo gran éxito e influencia durante el siglo XVIII. En él aparecen los resultados que 
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hoy llevan su nombre los cuales permiten resolver en muchos casos límites de formas  
indeterminadas tales como  
 
 
  o  
 
 
.  
 
Una forma indeterminada de la forma  
 
 
  se define como:  
Si         ( )                ( )     y  entonces se dice que la función  
 
 
  tiene la 
forma indeterminada  
 
 
  en el número c.  
 
Una forma indeterminada de la forma  
 
 
  se define como:  
 
Si           ( )     (   )    y         ( )    (   )  entonces se dice que 
la función  
 
 
  tiene la forma indeterminada  
 
 
  en el número c.  
 
Sus descubrimientos, según reconoce L’Hôpital, estuvieron influenciados por los trabajos 
de Bernoulli  y Leibniz.  
 
La fundamentación teórica de la regla de L’Hôpital, permite establecer una técnica para 
calcular límites de funciones en una variable, la cual requiere además de reconocer de 
manera clara las condiciones bajo las cuales se puede aplicar la técnica, el manejo de 
derivadas de funciones. 
Otro matemático que realizó contribuciones al cálculo fue Edmund Georg Hermann  
Landau (1877 – 1938), alemán de origen judío que trabajó en el campo de la teoría de 
números y análisis numérico. Uno de sus aportes fue la  llamada notación de Landau (“o 
minúscula” y “O mayúscula”), la cual se fundamenta en la teoría de comparación de 
funciones o funciones asintóticamente equivalentes. En esta teoría se requiere definir lo 
que se denomina un infinitésimo y reconocer dos funciones asintóticamente equivalentes.  
 
Una función    se dice que es un infinitésimo en c  si        ( )      
 
Si    y    son dos infinitésimos en c y si       
 ( )
 ( )
  , entonces se dice que son 
asintóticamente equivalentes, lo cual se denota como  ( )  ( ).   
 
Una diferencia fundamental entre la teoría de límites basada en las equivalencias 
asintóticas respecto a la teoría de límites utilizando la regla de L’Hôpital, es que en la 
primera no se requiere utilizar la teoría de derivadas para calcular un límite, en cambio, 
en la regla de L’Hôpital es de aplicación obligada. Pero aspectos que relacionan a ambas 
teorías es el hecho de que es necesario hacer uso de  procesos algebraicos, 
simplificación de expresiones, utilizar identidades, propiedades de las funciones, entre 
otros. 
 
A continuación se presentan  algunos ejemplos de límites de formas indeterminadas, en 
los cuales, para su solución, se hará uso tanto de métodos tradicionales como de las 
equivalencias asintóticas. También se presentan como ejemplos, la demostración de 
algunos teoremas del cálculo diferencial para funciones reales, utilizando equivalencias 
asintóticas.  
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Ejemplo1 
   
    
  (    )  (    )
  (   )  (    )
 
 
Este límite tiene la forma indeterminada   ⁄ . Aplicando la regla de L’Hopital se tiene 
que: 
   
        
  (    )  (    )
  (   )  (    )
      
         
     (    )
    
 
    (    )
    
   (   )
     
  (    )
   
                      ( ) 
 
Realizando en (1) el proceso algebraico correspondiente se tiene que 
 
               
    
[   (    )  (    )    (    )  (    )](        )
[ (   )  (   )  (    )   (    )](          )
     ( ) 
 
El límite obtenido en (2) tiene la forma indeterminada  
 
 
, en consecuencia es aplicable 
nuevamente la regla de L’Hopital. 
 
Como se puede observar las funciones en el numerador y denominador determinan la 
aplicación de la derivada de  productos, sumas y de la regla de la cadena, lo cual implica 
que en el proceso el ser muy cuidadoso en el proceso de derivación y realización de las 
operaciones, además de que el procedimiento es largo y dispendioso. 
El mismo límite  se puede resolver utilizando la siguiente equivalencia  asintótica: 
 
  (   
       
         
         
        )               
 
   
        
  (    )  (    )
  (   )  (    )
    
        
(    )(    )
(   )(   )
                                       ( ) 
 
Simplificando en (3) se obtiene:  
 
   
        
  (    )  (    )
  (   )  (    )
    
        
 
 
   
 
Para resolver el límite del ejemplo 1, usando la teoría de las equivalencias asintóticas, 
solo se hace necesario establecer la función asintóticamente equivalente, sustituirla y 
evaluar el límite. 
 
Ejemplo 2 
                  
        
      
      
                     ( ) 
 
Este límite no se puede resolver aplicando la regla de L’Hopital. La justificación es la 
siguiente: 
 
Al derivar el numerador y denominador  de (4) se obtiene 
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Si     y se define como       
 
 
    , entonces    (    
 
 
)   ,  y se tiene 
que 
                             
        
      
      
                                                     ( ) 
 
Ahora, si            entonces    (   )     en consecuencia 
 
                             
        
      
      
                                                 ( ) 
 
De (5) y (6) se concluye que         
      
      
  no existe, por lo tanto la regla de 
L’Hopital no es aplicable. 
 
Se puede verificar que  (      )    y  (      )                          ( ) 
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Sustituyendo (7) en el límite (4) se obtiene: 
 
   
    
      
      
    
    
 
 
   
Ejemplo 3 
   
   
(   )     ⁄  
 
El límite dado es de la forma    , para aplicar la regla de L’Hopital es necesario realizar 
antes, la siguiente transformación   
   
   
(   )     ⁄   
  *   
   
(   )     ⁄ +
  
   
   
[   (   )     ⁄ ]
 
                        
   
   
*
 
       (   )+       
   
   
[
   (   )
    ] 
 
El límite en la última igualdad tiene la forma  
 
 
, en consecuencia por la regla de L’Hopital 
se tiene que  
   
   
(   )     ⁄   
   
   
 
   
           
 
Para aplicar equivalencias asintóticas  se debe realizar la misma transformación, es decir  
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(   )     ⁄   
  *   
   
(   )     ⁄ +
  
   
   
*
 
       (   )+                 ( ) 
Por equivalencias asintóticas se tiene que 
 
                            (   )       y                                                         ( ) 
 
Sustituyendo (9) en (8)  se obtiene 
    
   
(   )     ⁄   
    
   
 
       
 
Los dos primeros ejemplos son una muestra de la aplicación de la teoría de las 
equivalencias asintóticas, además son ejemplos que en general no se consideran para 
ilustrar la regla de L’Hopital. En el ejemplo 1 el uso de la regla de L´Hopital se hace 
engorrosa, dispendiosa, requiere mucho tiempo y cuidado, además el proceso no 
vislumbra de manera evidente que se logre calcular el límite. En el ejemplo 2  como se 
mostró anteriormente, no es aplicable la regla de L’Hopital. El ejemplo 3 muestra que 
ambas teorías requieren para su aplicación procesos comunes para resolver límites y 
que  cuando los métodos tradicionales para calcular límites funcionan de manera 
eficiente,   también lo hace la teoría de las equivalencias asintóticas.  
 
Ejemplo 4 
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     ( ) 
Por equivalencias asintóticas se tiene que 
 
                                                                                ( )  
Sustituyendo (2) en (1) se obtiene 
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Ejemplo 5 
 
  
[    ]  
 
 
 
 
 
  
[    ]      
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   ( )                      
Por equivalencias asintóticas se tiene que 
                                           (  
 
 
)    
 
 
           ( )  
Sustituyendo (2) en (1) se obtiene 
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Los ejemplos 4 y 5 son resultados básicos del cálculo diferencial. Cabe anotar que la 
mayoría de los textos de cálculo diferencial analizados en este trabajo no hace la 
demostración de estos resultados. 
 
 
  
 Capítulo 2 SEGUNDA FASE DE LA 
INGENIERÍA DIDÁCTICA: CONCEPCIÓN Y 
ANÁLISIS A PRIORI. DISEÑO DE LA 
SECUENCIA DIDÁCTICA COMO ESTRATEGIA 
PARA RESOLVER LÍMITES DE FORMAS 
INDETERMINADAS 
 
Dado que el objetivo general del trabajo de investigación es potenciar la teoría de las 
equivalencias asintóticas para resolver las dificultades en el aprendizaje de la teoría de 
límites, en este capítulo se muestra la concepción de la estrategia: “la secuencia 
didáctica para la solución de límites de formas indeterminadas haciendo uso de la teoría 
de las equivalencias asintóticas”. 
 
Como se evidencia en las investigaciones y estudios sobre el aprendizaje de la teoría de 
límites origina dificultades de enseñanza y aprendizaje en los estudiantes ya que trae 
dificultades relacionadas con procesos de abstracción, análisis y demostración entre 
otros. Por tal razón se hace necesario utilizar  diferentes  representaciones  para  abordar  
de manera eficiente problemas que involucren el concepto de límite y así poder generar 
diferentes estrategias metodológicas para el cálculo  de límites de formas 
indeterminadas. 
 
En ese orden de ideas, la secuencia didáctica debe proporcionar al estudiante una 
orientación que le de independencia al momento de realizar el análisis para resolver 
límites de tal manera que no sea necesaria la intervención de agentes externos. 
 
Como se mostró en la primera fase de la ingeniería didáctica del trabajo de investigación, 
la mayoría de los textos de cálculo diferencial examinados, en general no hacen 
referencia de la teoría de las equivalencias asintóticas  y aquellos que se refieren a ella, 
lo hacen de manera muy concisa, es por tal razón pertinente presentar como estrategia 
un material de apoyo que contenga una presentación amplia de dicha teoría y además se 
constituya en una estrategia metodológica que orientada  mejorar la apropiación y 
aplicación de la teoría de límites y corregir los posibles errores y dificultades que se 
presenten en el cálculo de límites. 
 
 
Por otro lado, su uso facilita  la  demostración de propiedades  del cálculo diferencial, 
como por ejemplo la derivada de una función exponencial y de una función logarítmica.  
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El uso de la teoría de las equivalencias asintóticas permite resolver problemas que 
involucran límites de formas indeterminadas  de forma eficiente, simple, además permite 
abordar otro tipo de problemas que la teoría tradicional no  sería posible exponer. 
Las equivalencias asintóticas son de uso normal  en matemáticas  aplicadas, en 
particular, en análisis de algoritmos, donde la eficiencia para obtener resultados es 
fundamental. Las equivalencias asintóticas  son aplicables a funciones de variable y valor 
real, sus fundamentos teóricos permiten realizar un análisis que simplifica 
sustancialmente el procedimiento y posterior consecución del resultado del límite de una 
función.  
 
En este trabajo las variables de comando que se eligieron son:  
 
Variables macro-didácticas: los conceptos de límite, formas indeterminadas, infinitésimo y 
funciones asintóticamente equivalentes. Los conceptos de límite y formas indeterminadas 
porque son conceptos básicos del cálculo diferencial y los conceptos de infinitésimo y 
funciones asintóticamente equivalentes, porque son ellos  la base para la teoría de las 
funciones asintóticamente equivalentes. 
 
Variable micro-didáctica: uso de funciones asintóticamente equivalentes para calcular 
límites, esta variable se eligió porque la secuencia diseñada se fundamenta en el cálculo 
de límites mediante funciones asintóticamente equivalentes. 
 
 
2.1 SECUENCIA DIDÁCTICA 
Una secuencia didáctica 
 
es un conjunto de actividades organizadas de tal manera que el 
aprendizaje se desarrolle, a partir de los intereses del estudiante, de sus preguntas, 
preferencias, conocimientos, saberes y experiencias así mismo que corresponda a los 
intereses educativos institucionales.  Además que contemple las características de una 
situación que puedan ser determinantes para la evolución del conocimiento que 
adquieren los estudiantes en relación con un contenido específico. 
El diseño de una secuencia didáctica debe cumplir con los siguientes parámetros12:  
- Ubicar el contenido que se quiere desarrollar considerando los conocimientos 
previos del estudiante en relación con la temática a trabajar, de manera que se 
tome como punto de partida el nivel del estudiante. 
- Justificar la selección del contenido que se trabajará, el cual normalmente forma 
parte del programa de estudios, pero en ocasiones el docente puede agregar 
algunos elementos para profundizar una temática. 
- Debe estar acorde a los objetivos de aprendizaje señalados en los planes y 
programas de estudios  y a los objetivos que el profesor se plantea en relación 
con las distintas actividades que realizará con el estudiante para orientar un 
contenido específico. 
                                               
 
12
 Tomado de Patricia Martínez Falcón, Universidad Nacional Autónoma de México. Dirección 
general de cómputo y de tecnologías de Educación y Comunicación 
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- Utilizar estrategias metodológicas que permitan que el estudiante aprenda e 
interiorice la temática a desarrollar. Para esto utilizar recursos tales como: 
material que genera el docente (aula virtual, elaboración de un blog, selección de 
artículos, entre otros); materiales e instrucciones  de trabajo que hay que 
proporcionar al estudiante para trabajar el contenido que se enseña. 
- Organizar al estudiante para el desarrollo de las tareas o actividades. 
- Diseñar una evaluación para el estudiante. 
- Realizar una evaluación de la secuencias para revisar si las situaciones 
funcionaron o si es necesario hacer modificaciones. 
 
2.2 PORMENORES DEL DISEÑO DE LA SECUENCIA 
DIDÁCTICA PARA LA SOLUCIÓN DE LÍMITES DE 
FORMAS INDETERMINADAS HACIENDO USO DE LA 
TEORÍA DE LAS EQUIVALENCIAS ASINTÓTICAS 
 
El contenido teórico de la secuencia didáctica  se basó en los siguientes textos: Curso de 
Análisis Matemático (KUDRIÁVTSEV, 1984), Análisis Matemático de una variable (DÍAZ, 
2008), Cálculo Diferencial e Integral de funciones en una variable (PÉREZ, 2008), 
Introducción al Análisis Matemático I (CASTELEIRO, 2006). 
 
Adicionalmente se utilizaron como material de apoyo teórico  las notas de clase13 de la 
autora y los documentos recopilados en el seminario de Análisis, en el cual la autora 
también participó. 
 
La secuencia didáctica (Anexo D) contiene: en el primer capítulo las definiciones de 
formas indeterminadas; el segundo capítulo  definiciones y teoremas básicos de la teoría 
de las equivalencias asintóticas, con algunos ejemplos que ilustran las definiciones y 
también algunas pruebas de dichos teoremas. En cada uno de estos capítulos se hacen 
observaciones de consideración para el estudiante, las cuales buscan que  logre uno 
claro entendimiento de esta teoría y por consiguiente una apropiada aplicación de la 
mismas, en aras de enriquecer su conocimiento y dar  herramientas teóricas que le 
permitan tener distintas formas de razonar y resolver límites. En su tercer capítulo la 
secuencia presenta los pasos del procedimiento  para calcular límites de formas 
indeterminadas aplicando la teoría de las funciones asintóticamente equivalentes y se 
ilustran ejemplos de aplicación. Además se propone una sección de ejercicios. 
  
                                               
 
13
TERRIOS GUZMÁN, Lorena Maritza. Notas de clase del curso de Calculo Avanzado. 
Especialización en Matemática Aplicada. Popayán: Universidad del Cauca, 2000. (Manuscrito). 
  
Capítulo 3 TERCERA FASE DE LA 
INGENIERÍA DIDÁCTICA: LA 
EXPERIMENTACIÓN 
 
Esta fase de aplicó en el segundo periodo académico del 2012  con veinte estudiantes 
del curso  Cálculo I del programa de Economía y con diez estudiantes de Álgebra Lineal 
del programa de Automática Industrial de la Universidad del Cauca.  
 
La asignatura Cálculo I, en el pensum de Economía, aparece en el segundo semestre y 
la  cursan quienes hayan aprobado la asignatura Matemáticas Generales.    
 
La asignatura Algebra Lineal no tiene ningún prerrequisito, la cursan los estudiantes de 
segundo semestre que en el programa de Automática Industrial. Los cinco estudiantes de 
Álgebra Lineal habían aprobado ya la asignatura Calculo I que se orienta en el primer 
semestre del programa de Automática Industrial. 
 
Para la implementación de la secuencia se hicieron dos tipos de experimentación: una 
con intervención docente y otra sin intervención de la misma. Para la primera se trabajó 
con veinte estudiantes y para la  segunda  se trabajó con cinco estudiantes. A 
continuación se describen las características de cada una de estas experimentaciones. 
 
La prueba aplicada, sin intervención docente, y la solución dada por los estudiantes se 
presenta en anexo E, así mismo la  prueba aplicada, con intervención docente, y la 
solución dada por los estudiantes se presenta en anexo F 
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3.1 EXPERIMENTACIÓN CON INTERVENCIÓN DOCENTE  
La aplicación de la fase 3 de la ingeniería didáctica: la experimentación al trabajo de 
investigación se desarrolló con las siguientes caracterizaciones: 
 
 La aplicación de la secuencia se hizo luego de haber expuesto del contenido del 
programa, la teoría de límites (límites finitos, límites laterales, límites infinitos y 
límites al infinito) y continuidad de funciones reales.  
 
 Se solicitó al grupo de estudiantes adquirir una copia de la secuencia didáctica: 
límites de funciones reales, equivalencias asintóticas y tenerla para el día en que 
se desarrollará  la temática.  
 
Se utilizó como herramienta metodológica para la exposición del tema, una presentación 
en PowerPoint de la teoría de las equivalencias asintóticas para solución de límites de 
formas indeterminadas, dicha presentación  requirió dos horas de clase.  
 
El que cada estudiante tuviese en físico, la temática a presentar en PowerPoint, tuvo 
como objetivo el captar total atención por parte de ellos, de tal forma que no se 
preocupasen por tomar apuntes sino por prestar atención.   
 La secuencia didáctica diseñada y presentada  a los estudiantes contiene una 
sección de ejercicios propuestos, los cuales debían trabajar en horarios de 
estudio personal en un periodo de tiempo de una semana. 
 
 En horarios de asesoría asignados se resolvieron las inquietudes respecto a la 
solución de los ejercicios propuestos utilizando la teoría de las equivalencias 
asintóticas. 
 
 En  clase se realizó un taller (en parejas), el cual contenía  cuatro límites que 
debían resolver utilizando equivalencias asintóticas. La solución del taller la 
realizaron doce estudiantes. Para el desarrollo de este taller podían utilizar la guía 
de las equivalencias asintóticas. 
 
3.2 EXPERIMENTACIÓN SIN INTERVENCIÓN DOCENTE 
La aplicación de la fase 3 de la ingeniería didáctica: la experimentación al trabajo de 
investigación se desarrolló con la siguiente manera. 
 
La autora propuso al grupo de estudiantes del programa de Automática Industrial, 
quienes cursaban la asignatura álgebra lineal, que participasen, de manera voluntaria en 
una prueba que necesitaba  realizar para sus estudios de maestría. Les explico en qué 
consistía la prueba y diez de ellos accedieron a realizarla. Se les explico que la prueba 
consistía en que se les entregaría la secuencia de las equivalencias asintóticas, debían 
estudiarla y después de dos semanas en un horario concertado debían desarrollar un 
taller basado en la teoría presentada en dicha secuencia. El taller finalmente lo 
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presentaron cinco estudiantes, los otros argumentaron no haber tenido tiempo para 
estudiar la teoría de la secuencia de manera cuidadosa.  
 
La experimentación sin intervención docente tuvo como objetivo el analizar los procesos 
desarrollados por los estudiantes para resolver límites de formas indeterminadas 
utilizando equivalencias asintóticas,  sin tener orientación alguna por parte de la docente. 
 
  
Capítulo 4 CUARTA FASE DE LA INGENIERÍA 
DIDÁCTICA: ANÁLISIS A POSTERIORI Y 
EVALUACIÓN 
Para la consecución de esta fase primero se recogió la solución de la prueba aplicada  a 
cada uno de los grupos de estudiantes. Esta prueba se aplicó como medio para  medir el 
grado de comprensión y asimilación de los estudiantes respecto a la teoría de las 
equivalencias asintóticas para la solución de límites de formas indeterminadas. 
Posteriormente se procedió a analizar  la solución dada a cada ejercicio planteado en la 
prueba. Para este análisis  se consideraron los siguientes parámetros: 
- Uso apropiado  de la definición 2.4 y de los teoremas 2.2,  2.3 y 2.4 de la guía de 
equivalencias asintóticas. 
 
- Aplicación correcta (verificación de hipótesis) de los resultados básicos de la 
teoría de límites de funciones de variable y valor real. 
4.1 ANÁLISIS A POSTERIORI Y EVALUACIÓN CON 
INTERVENCIÓN DOCENTE 
Respecto a la presentación en  PowerPoint, se observó que esta teoría logró cautivar su 
atención, en el transcurso de la clase, cuando se mostró la definición y ejemplos de 
infinitésimos, se les pidió que dieran otros ejemplos de infinitésimos, esto para determinar 
si el concepto les era claro.  
Al dar la definición y ejemplos de funciones asintóticamente equivalentes se propuso un 
ejercicio donde debían determinar si las funciones dadas eran o no asintóticamente 
equivalentes. De igual manera se procedió, después presentar los ejemplos de límites, 
donde se aplicaba el procedimiento utilizando la teoría de funciones asintóticamente 
equivalentes. 
Los estudiantes mostraron que habían trabajado los ejercicios propuestos en la 
secuencia dado que asistieron en su mayoría a los horarios de asesoría manifestando 
sus inquietudes al resolver límites utilizando la teoría de las funciones asintóticamente 
equivalentes. 
La prueba que se aplicó para evaluar la teoría de las funciones asintóticamente 
equivalentes para resolver límites de formas indeterminadas la presentaron doce de los 
veinte estudiantes que asistían regularmente a las clases.  
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La revisión de la solución de la prueba se realizó detallando las similitudes y diferencias 
en los procedimientos realizados por cada grupo pareja al resolver cada ejercicio. A 
continuación de muestra la solución  dada por los estudiantes, y se hace el análisis 
respectivo. 
Tarea 1: 
 
 
 
 
 
 
 
Capítulo 4 37 
 
 
 
Este límite lo resolvieron todos aplicando equivalencias asintóticas. Una pareja hizo 
cambio de variable antes de utilizar las equivalencias asintóticas. En general, aplicaron 
de manera apropiada la definición y resultados concernientes a la teoría de las funciones 
asintóticamente equivalentes.  
Tarea 2: 
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Esta tarea la resolvieron bien y utilizando equivalencias asintóticas, solo dos de las 
parejas, dos parejas intentaron resolver el límite sin utilizar las equivalencias asintóticas, 
una pareja lo resolvió mal y otra no lo resolvió. Una de las parejas que resolvió 
correctamente el límite lo hizo aplicando primero la propiedad distributiva del producto 
respecto a la suma y luego equivalencias asintóticas. La otra pareja aplico equivalencias 
asintóticas utilizando el teorema referido a que las funciones asintóticamente 
equivalentes se pueden sustituir si están multiplicando. 
Tarea 3: 
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Para resolver este límite, debían hacer cambio de variable y después aplicar 
equivalencias asintóticas, lo resolvieron de esta manera dos grupos. Dos grupos 
utilizaron funciones asintóticamente equivalentes que no aparecían en la teoría, pero 
cometieron errores al hacer cambio de variable. El otro grupo tuvo errores en el cambio 
de variable. 
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Tarea 4: 
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Este límite lo resolvieron bien y aplicando equivalencias asintóticas cinco de los seis 
grupos. Hicieron uso de identidades y mostraron las equivalencias que utilizaron. 
De manera general, la prueba  aplicada arroja los siguientes resultados: 
 Utilizaron la simbolización de dichas funciones de manera correcta. 
 Fueron ordenados y meticulosos en la presentación de la prueba. 
 Dado que la intencionalidad al preparar cada ejercicio de la prueba fue que el 
estudiante hiciese uso de manera apropiada y correcta de la teoría de las 
equivalencias asintóticas, apropiada en el sentido de que la función que eligieran 
para sustituir por otra asintóticamente equivalente con ella, fuese la conveniente, 
y correcta por cuanto al  sustituirla lo hicieran siempre que estuviese multiplicando 
a toda la expresión en el límite. De la revisión del taller resuelto por cada grupo se 
infiere que se logró el objetivo. 
4.2 ANÁLISIS A POSTERIORI Y EVALUACIÓN SIN 
INTERVENCIÓN DOCENTE 
Para la implementación de la secuencia de límites de funciones reales utilizando 
funciones asintóticamente equivalentes, sin intervención docente, se entregó una copia a 
diez estudiantes de ingeniería automática industrial. Dichos estudiantes ya habían 
cursado y aprobado la asignatura Cálculo I, pero ninguno de ellos tenía conocimiento de 
la existencia de esta teoría. 
La prueba de aplicación de la secuencia solución de límites utilizando funciones 
asintóticamente equivalentes, sin intervención docente, lo desarrollaron finalmente cinco 
de los diez estudiantes. Cabe anotar que el taller aplicado fue el mismo que para los 
estudiantes de economía salvo que se adicionó una tarea más. 
La revisión de la solución de la prueba se realizó detallando las similitudes y diferencias 
en los procedimientos realizados por cada grupo pareja al resolver cada tarea.  
A continuación se muestra la solución dada por los estudiantes de cada una de las tareas 
del taller y se presenta el análisis y resultados obtenidos de cada uno de estos. 
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Tarea 1: 
 
 
 
El grupo aplicó correctamente la teoría de las equivalencias asintóticas para resolver la 
tarea 1. 
Tarea 2:  
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Para resolver este límite, una solución se presentó haciendo uso de la propiedad 
distributiva del producto respecto a la suma y luego equivalencias asintóticas  otra 
solución se dio haciendo uso de la sustitución de funciones asintóticamente en un 
producto. Otra solución fue incorrecta el error consistió en que  utilizaron dos funciones 
que no son asintóticamente equivalentes, esto es 
     
       
         
             
  . 
Tarea 3: 
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Esta tarea fue realizada de manera correcta por todos, efectuaron el cambio de variable 
correctamente y utilizaron la teoría de las funciones  asintóticamente equivalentes de 
manera apropiada. 
Tarea 4: 
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Este límite fue resuelto de manera correcta por todos, realizaron el cambio de variable 
correctamente y utilizaron la teoría de las funciones  asintóticamente equivalentes de 
manera apropiada. 
Tarea 5: 
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En la solución de este límite todos cometieron el mismo error, utilizaron las equivalencias 
sobre sumas, lo cual es incorrecto. 
De la solución dada por el grupo de estudiantes a cada una de las tareas planteadas en 
la prueba, en las cuales debían aplicar la teoría de las equivalencias asintóticas para 
hallar su solución se infiere que: 
 Mostraron la equivalencia que habrían de utilizar en cada tarea. 
 Algunos no utilizaron de manera la correcta la simbolización de funciones 
asintóticamente equivalentes. 
 Particularmente  en la tarea 5 se evidencio que el estudiante no analiza si un 
teorema es aplicable o no. 
 
  
 
5. CONCLUSIONES  
5.1 CONCLUSIONES 
 
Para la consecución del objetivo referente a la revisión bibliográfica de textos a nivel de 
pregrado se tomó como referencia la bibliografía sugerida en el programa de Cálculo I, 
diseñado y ofrecido por el Departamento de Matemáticas de la Universidad del Cauca. 
Es fácil acceder a estos textos dado que, en general cada docente, en biblioteca 
personal, cuenta con ellos o sino la biblioteca de la Universidad también los tiene. 
Respecto a la presentación que estos textos hacen de la teoría de límites todos utilizan 
los métodos tradicionales, los algebraicos y la regla de L’Hopital. Adicionalmente se 
examinaron otros textos de uso frecuente porque están referenciados en la biblioteca 
central de la universidad o aparecen en forma digital, en los  cuales solo en dos de ellos 
se encontró una presentación breve de las equivalencias asintóticas, esto es, definición 
de funciones asintóticamente equivalentes, dos o tres ejemplos y dos teoremas básicos 
de esta teoría. De los textos consultados de análisis matemático, la mayoría tenía una 
presentación amplia de esta teoría, definiciones, resultados fundamentales, variedad 
ejemplos, observaciones para la aplicación de la técnica que soporta esta teoría, gamma 
amplia de ejercicios propuestos. Con la acotación de que el lenguaje utilizado es 
demasiado formal, propio para estudiantes de semestres avanzados.  
 
En los estudios e investigaciones concernientes a problemas de aprendizaje de la teoría  
de límites analizados  se plantea que el concepto de límite ha generado a lo largo de la 
historia de la evolución teórica del cálculo obstáculos y dificultades en quienes fueron 
participes de su  construcción y en quienes hacen uso de ella. También se ha estudiado 
los tipos de obstáculos, las dificultades, las consecuencias de dichos obstáculos y 
también estrategias metodológicas que estudiosos en Educación Matemática han 
diseñado. 
 
En la revisión bibliográfica de la teoría de las equivalencias asintóticas, el texto más 
completo sobre esta, es el libro de Análisis Matemático de KUDRIÁVTSEV, L. D.; 
completo en el sentido de que presenta de manera amplia las definiciones y resultados 
de esta teoría al igual que  ejemplos y ejercicios de aplicación. Otros textos como el de 
Piskunov presentan de manera breve esta teoría. En version digital también se encuentró 
material donde sus autores hacen una presentación y uso de la teoría de las 
equivalencias asintóticas para el cálculo de límites de formas indeterminadas. 
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Para el diseño de la secuencia didáctica como estrategia para resolver problemas de 
cálculo de límites de formas indeterminadas, centrada en la teoría de las equivalencias 
asintóticas se siguieron los lineamientos de la Ingeniería Didáctica. 
Los resultados respecto a la implementación de la teoría de las funciones 
asintóticamente equivalentes para resolver límites de formas indeterminadas son: 
 
1. La teoría de las funciones asintóticamente equivalentes básicamente relaciona 
dos funciones mediante la definición de ser asintóticamente equivalentes con la 
connotación  de que una de ellas en general, es polinomial. Al aplicar el resultado 
referente a la sustitución de funciones asintóticamente equivalentes en un límite, 
al sustituir por una función polinomial  el cálculo de dicho límite se debe simplificar 
notablemente, esto en cuanto a los procesos algebraicos  y resultados de la teoría 
de límites que se deban aplicar. 
 
2. La secuencia didáctica diseñada se constituye en un medio para que el estudiante 
resuelva problemas referidos a la teoría de límites. 
 
3. La prueba aplicada mostró que los estudiantes que resolvieron dicha prueba, en 
general lograron asimilar dicha teoría como medio para resolver límites de formas 
indeterminadas; pero también mostró que se debe reforzar o modificar la guía de 
tal manera que se resalte el análisis de las hipótesis para posterior aplicación de 
un teorema. 
 
La metodología de investigación utilizada se acopló perfectamente al trabajo de 
investigación puesto que cada una de las fases de la Ingeniería Didáctica orientó el 
trabajo de investigación, sirvió como proceso y se obtuvo un producto representado en la 
secuencia didáctica.  
Este trabajo de investigación plantea una estrategia de aprendizaje para el cálculo de 
límites de formas indeterminadas utilizando para tal efecto, las equivalencias asintóticas 
lo cual permite al estudiante de educación superior, explorar otras teorías, con lo cual se 
enriquezca y fortalezca el proceso de  construcción de su conocimiento.  
Es fuero docente la búsqueda constante de la excelencia académica de los estudiantes a 
cargo, en ese orden de ideas es imperiosa la necesidad de que los estudiantes 
universitarios aprendan a estudiar, a pensar, a realizar el trabajo independiente de forma 
tal que contribuya a su formación integral; que adquieran un sistema de conocimientos y 
habilidades, desarrollando la capacidad de aplicarlos de manera independiente y 
creadora, a la vez que sean conscientes de lo que se proponen lograr, cómo, por qué 
medios, mediante qué estrategias lo pueden alcanzar. Esto precisa realizar un trabajo 
sistemático, por tal razón se debe planear la actividad docente diseñando,  tareas o 
actividades en el aula que además de lograr los objetivos relativos a cada temática 
desarrollada incrementen los niveles de complejidad. 
Conclusiones y Recomendaciones 
5.2 RECOMENDACIONES 
De este trabajo de investigación se puede abordar  la teoría de la notación o-minúscula y 
O-mayúscula así como su aplicación por ejemplo, en el campo de la teoría de algoritmos. 
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